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Résumé - Dans [3], est formulée une conjecture sur l'équivalence entre l'existence 
de normes invariantes sur certaines représentations localement algébriques de GL^ + i (L) 
et l'existence de certaines représentations de de Rham de Gal(Q p /L), où L est une ex- 
tension finie de Q p . Dans cet article, on montre le sens "facile" de cette conjecture : 
l'existence de normes invariantes entraîne l'existence de filtrations admissibles. 

Abstract In [3], is formulated a conjecture on the équivalence of the existence 
of invariant norms on certain locally algebraic représentations of GL^ + i(L) and the 
existence of certain de Rham représentations of Gal(Q p /L), where L is a finite extension 
of Q p . In this paper, we prove the "easy" direction of the conjecture: the existence of 
invariant norms implies the existence of admissible filtrations. 
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1 Introduction 



L'objet de cet article est une conjecture proposée dans [3]. Pour l'énoncer, on fixe 
d'abord quelques notations. Soit p un nombre premier. On fixe deux extensions finies 
L et K de Q p contenues dans Q p telles que [L : Q p ] = | HomQ p (L, K) \ , et aussi une 
extension finie galoisienne L' de L telle que [L' : Q p ] = \ ~RomQ p (L' Q , K)\ où L' désigne 
le sous-corps non-ramifié maximal de L'. On note W(Q p /L) (resp. W(Q p /L')) le groupe 
de Weil de L (resp. L'). 

On considère les deux catégories suivantes (cf. §2.2) : 

(i) WDx,; /l : la catégorie des if-représentations (r, N, V) de dimension finie du groupe 
de Weil-Deligne de L telles que la restriction de r à W(Q p /L') est non-ramifiée ; 

(ii) MOD L // L : la catégorie des (cp, iV)-modules étales sur L' ®Q p K munis d'une 
action de Gal(L'/L) vérifiant quelques conditions usuelles. 

On sait qu'il existe deux foncteurs (non canoniques) 

WD : MOD L7i WD U/L , MOD : WD L , /L -» MOD L , /L 

qui sont inverses l'un de l'autre (cf. §2.2). 

Rappelons que (cf. |llj ) pour un objet (cp,N,Gel(L'/L),D) de MOD L , /L on peut 
définir un entier ttf(D) et, si de plus on se donne d'une filtration décroissante exhaustive 
séparée sur Dy = L' ® l i q D qui est stable sous l'action de Gal(L'/L), on a un autre 
entier tuiDy)- Par définition cette filtration est dite admissible si ijj(-Di') = t^(D) 
et si taiD'ii) < t]y(D') pour tout sous-objet D' de D où D' est muni de la filtration 
induite. Pour tout a : L K, on pose 

D L ',a = D L > ®L'®Q V K {L' ®L,u K). 

On a un isomorphisme naturel Dy — T\ a l-^k Dl',<t- 

Si (r, N, V) G WD U/L , on note (r, N, V) ss G WD L , /L sa F-semisimplification (cf. [7], 
§8.5). 

On fixe un entier d > 1 et : 

(i) un objet (r, iV, V) de WD^ de dimension d + 1 et tel que r est semi-simple ; 

(ii) pour tout a : L <— » if, un ensemble de d + 1 entiers ii jCT < • • • < id+i,a- 
Posons Oj )(7 = — Zrf + 2-j, CT — (j — 1) pour tout a et j G {1, . . . , d + 1}. D'une part, 

à (r,N,V) on associe une représentation lisse n de GL^ +1 (L) par la correspondance 
de Langlands locale modifiée et un (cp, iV)-module sur L' Q <g)Q p K muni d'une action de 
Gal(L'/L) (cf. §2.2). D'autre part, à {aj iCr }j iCr on associe une représentation Q p -rationnelle 
sur K de GL^ +1 (L), notée p. 

Conjecture 1.1. (p|, Conjecture 4.3) Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) p ® 7r admet une norme invariante ; 

(ii) Il existe un objet (cp, N, G&l(L'/L), D) dans MODy/^ tel que : 

WD(cp, N, Gal(L'/L), D) ss = (r, N, V), 
et une filtration admissible (FïV'Dli^)^ stable par Gal(L'/L) sur Dy telle que 
FiP^ i(T /Fil î+1 i) L;i(7 + & i G {ii j(r , . . . , 
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On renvoie le lecteur à [3], §1 pour l'introduction de la conjecture. Certains résultats 
sur cette conjecture sont connus : 

- si (r,N,V) est absolument irréductible (alors N = 0), la conjecture est vraie ([3], 
Theorem 5.2) ; 

- si (r, N, V) est absolument indécomposable, alors la condition (ii) est vraie si et 
seulement si le caractère central de p ® ir est unitaire ; en particulier, on a (i) 
entraîne (ii) (|3j, Proposition 5.3) ; 

- si (r, N, V) est tel que N = et r est non-ramifîée et scindée sur K, alors (i) 
entraîne (ii) (|3j, Theorem 5.6) ; 

- si L = L' = Q p et d = 1, la conjecture est vraie (p], [6]). 
Dans cet article, nous montrons le théorème suivant : 

Théorème 1.2. Supposons K suffisamment gros tel que l'on a 

s 

(r,N,V) = Ç$(r i ,N i ,V i ) 
i=i 

avec les (ri,Ni,Vi) absolument indécomposables de dimension di. On considère les quatre 
conditions suivantes : 

(i) p <8> 7r admet une norme invariante. 

(ii) Il existe un objet (92, N, Gal(L'/L), D) dans MOD^/l tel que : 

WD(<p, N, Gal(L'/L), D) ss = (r, N, V), 

et une filtration admissible (Fil î Z?^/ j(T )j )0 - stable par Gal(L' / 1 L) x G&1(K/Q p ) sur D^i telle 
que 

Fil i J D LV /Fil i+1 J D x> /0«îe {h, a , . . .,i d+1>a }. 

(iii) Posons ((fi, Ni,G&l(L' /L), Di) = MOD(rj, Ni, Vi). Pour une permutation conve- 
nable v de {1, ... ,s} (voir §2.4), les inégalités suivantes sont vérifiées : 

j=l a 



d„(i)H \-d v ( s -i) s-1 

\ K ~- L \ E E^E^^w)' 

j=l <J i=l 

d+1 s 

i K ■ l ï EE^> = E^^ko) = l ^ D )- 

j = l cr i=l 

(iv) Le caractère central de p®ir est unitaire et la condition d'Emerton est satisfaite 
(voir H2.5\) . 

Alors, on a les implications et équivalences : 

(i) => (ii) (iii) <^ (iv). 
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Remarque 1.3. L'existence de la permutation v dans (iii) et l'équivalence entre (ii) et 
(iii) sont la réponse de [3], Remark 5.7. 

Comme conséquence, on obtient (cf. corollaire I2.16P 

Corollaire 1.4. Avec les notations comme dans la conjecture 1.1, on a l'implication 

(*) => (««)■ 

Voici le plan de l'article : 

On commence par rappeler certaines des constructions et notations dans [3] pour pou- 
voir énoncer la conjecture précédente et le théorème principal (§2). Les autres chapitres 
sont consacrés à prouver notre théorème. Plus précisément, on prouve 

(i) => (iv) (iii) & (ii). 

L'implication (i) =>■ (iv) est en fait un lemme d'Emerton (cf. lemme I2H1) et (ii) => (iii) 
se déduit de la définition d'admissibilité. Au §3, on montre (iii) 44> (iv) en exprimant la 
condition d'Emerton explicitement par la théorie de Bernstein-Zelevinsky. 

Au §4, on montre (iii) (ii). Cette partie, bien que constituée d'algèbre (semi- 
linéaire, est la plus technique de l'article. L'idée de la démonstration est comme suit : 
Après l'étude de quelques exemples, on définit d'abord l'objet (<p,N,G&L(L'/L),D) (es- 
sentiellement l'opérateur </?). Au §4.2 on introduit un certain ensemble fini de sous-objets 
de D, noté 5, et on munit Dy d'une filtration convenable (§4.3) telle que pour tout 
D'eSona 

TgD> 

j=\ a 

et par conséquent tu (D'y) < t^(D'). On montre que cette filtration est admissible. Pour 
cela, soit D' un sous-objet quelconque de D, on lui associe une suite de sous-objets 
Ei G S 

= Eq C Ei C • • • C E m C E m+ \ = D, 
qui est la plus proche de D' au sens où si L G S est de même rang que E{, alors 

*&u ® Qp k(d' n L) < vgy ompK (D' n Ei). 

D'autre part, si on pose q = rg(D' n Ei) — rg(D' n E^i) (sur L' ®q p K) et 

n = {j G N| 3i tel que rg£; - a + 1 < j < vgE,}, 
alors on a tn(D' L ,) < [K : L] ^ J2h,o-- Enfin on compare [iT : L] e * ^n(D') en 

utilisant un lemme combinatoire, et on en déduit que tH(D' L ,) < t^(D') (cf. le corollaire 

EU). 

Remerciement. Ce travail s'est accompli sous la direction de C. Breuil. Je le re- 
mercie pour avoir partagé avec moi ses idées et ses connaissances et pour toutes ses 
remarques. 
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2 Rappels et notations 

2.1 Notations générales 

Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Q p de Q p , et aussi deux 
extensions finies L et K de Q p contenues dans Q p telles que [L : Q p ] = | HomQ p (L, K)\. 
On note Gal(Q„/L) le groupe de Galois de L et W(Q p /L) son groupe de Weil (qui est 
dense dans Gal(Q p /L)), et rec : W(Q p /L) ab — ► L x l'isomorphisme de réciprocité de 
telle sorte que les Probenius arithmétiques s'envoient sur les inverses des uniformisantes. 
Posons ki le corps résiduel de L et q = p^ = \k^\. On note Lq = Fiac(W(¥ q )) le sous- 
corps non-ramifié maximal de L et (po le Probenius sur Lq. On note val p la valuation 
p-adique sur Q p normalisée par val p (p) = 1 et on pose \x\ p = p~ val p( x > ; de même on pose 
valz,(x) = eva\ p (x) et \x\l = q~ val L( x ) ; où e = [L : Qp]// est l'indice de ramification de 
L sur Q p . 

Fixons L' une extension finie galoisienne de L. On définit L , fcf/, /', c^' , val/y comme 
ci-dessus. On suppose que [L' Q : Q p ] = \ HomQ (L , K)\. 

Si G est un groupe réductif défini sur Q p et si G = G(L) est le groupe des L- 
points rationnels de G, on note RepG la catégorie des Q p -représentations lisses de G et 
IrrG la sous-catégorie formée des représentations irréductibles. Soit P un sous-groupe 
parabolique de G avec M son quotient de Levi et iV son radical unipotent. On définit 
les foncteurs suivants : 

indp : Indp : RepM -> RepG, 
r$ : RepG -» RepM. 

(a) Soit (a, W) € RepG, notons indp a l'espace des fonctions / : G — > W telles que 

- f(nmg) = a(m)f(g), si n G N, m £ M et g € G, 

- / est invariante à droite par un sous-groupe ouvert de G. 

Le groupe G opère par translation à droite et on obtient une représentation lisse de 
M. On pose IndpU = indp(cr<5p ), où ôp est le caractère module de P, c'est-à-dire, 
le caractère de M = P/N donné par : ôp(m) = [mNom^ 1 : Nq] pour un arbitraire 
sous-groupe ouvert compact Nq de N. 

(b) Soit (n, V) € RepG, on note Vn le quotient de V par le sous-espace V(N) 
engendré par les éléments 7r(n)x — x (n € N, x G V). On définit (r$(ir),V N ) G RepM 
par 

r^(m)(v + V(N)) = 5p 1/2 \m)(ir{m)v + V(N)), m£M, v£V. 

2.2 Rappels de quelques constructions 

Rappelons que dans pj, §4, sont définies deux catégories MOD L // L et WDl'/l '■ 

(i) WD li/l : la catégorie des .fT-représentations (r,N,V) du groupe de Weil-Deligne 
de L ([7], §8) sur un K-espace vectoriel V de dimension finie telles que la restriction de 
r à W(Q p /L') est non-ramifiée ; 

(ii) MOD L / j L (ou MOD L / i L K s'il y a risque de confusion sur K) : la catégorie des 
quadruples (tp, N, G&1(L'/L), D) constitués par : 

- un L (8)q p LT-module D libre de rang fini ; 

- un Probenius ip : D — > L>, c'est-à-dire une bijection ip tel que (p((l k) ■ d) = 
(ip' (l) <8) fe) • <p(d), pour l £ L' 0l k £ K, d £ D; 
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- un endomorphisme L' ®q if-linéaire N : D — > D tel que iV</3 = p(/?iV ; 

- une action de Gal(L'/L) sur D commutant avec celles de et N, telle que <S> 
k) ■ d) = (g(l) <8> k) ■ g(d), pour g G Gal(L'/L), l G L' , fc G K , d G D. 

Rappelons aussi que dans [3], §4 (ou [Ï2]). sont définis un foncteur 

WD : MOD L , /L -» WD L , /L 

et un quasi-inverse MOD de WD. Ces foncteurs induisent une équivalence entre les deux 
catégories. On rappelle la construction dans la suite. 

- Soit (ip,N,Gal(L'/L),D) un objet de MOT) L i/ L . Choisissons un plongement a' : 
L' K et posons V = D a ^. Alors N induit un endomorphisme if -linéaire nil- 
potent sur V que l'on note encore par N. Si w G W(Q p /L), on définit r(w) = 
w o (p~ a( - w ^ où w désigne l'image de w dans Gal(L'/L) et a(w) G /Z est l'unique 
entier tel que l'action induite de w sur F p soit la a(w)-puissance du Probenius 
arithmétique x i— > x p . On vérifie que r(u;) est Lq ®q if-linéaire, et donc induit 
un morphisme if -linéaire r(w) : V — > F. Ceci définit un objet de WD^'/l- R e_ 
marquons que la représentation (r, iV, V) est indépendante du choix de a' Q mais à 
isomorphisme non canonique près (cf. [2], lemme 2.2.1.2). 

- Soit (r, N, V) un objet de WD^ et choisissons un plongement a' : L' <—* if. On 
pose 

f'-l 

n=0 



i via Oq <-> f 

L' Q <S>q if -module libre. On définit ip, N par 



où V a , oip '-n = V est muni de l'action de L' via a' o (p' Q n } ce qui fait de D un 



V\v„, 0< - n = W : V^-n - V^- n -, si < n < f - 2 
où u; est n'importe quel Frobenius géométrique dans W(Q p /L'), et 



iV|y , = N\ v : V a , -> ^ 



-'o 



o u o 



JV| V =p»*M»oJV|v : V , ,-n-»V, /-n sil<n</'-l 



Finalement, pour 5 G Gal(L'/L), soit 10 G W(Q p /L) un relèvement de 5, on définit 
l'action de g sur V a , oif i- n par 

5 = r(w) o p«M : t^-» -» F,^^, 

où si n + a(w) > f — 1 ou n + afu;) < 0, on regarde V , r- n - a <w) comme V , r -k 
où k est l'unique entier tel que 

< k < f' — 1 et ra + a(tt?) = /c(mod/'). 

On vérifie que ((p, N, Gal(L'/L), D) ainsi défini est un objet de MODl'/l- 
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Remarque 2.1. Soit (ip,N,GaX(L'/L),D) un objet de MOD L // L qui est absolument 
irréductible (donc N = 0). Comme 92^' est L' ®q p if-linéaire et commute avec Gal(L'/L) 
et 99, on voit que (pf est scalaire à valeur dans if x . 



Maintenant, soit (ip, N, Gal(L'/L), D) un objet de MOD L //l- On définit 

1 f i 
tN(D) = ^——^jjVal L (det L/o (ipï \ D )). 

Posons D11 = D ® l i q L' et pour a : L <— > if, 

D L ', a = D L , ®l>®q p k {L' ®l,<t K). 

On a alors Dy — W^l^k Dl',o< Donc la donnée d'une filtration décroissante exhaustive 
séparée par des sous-L' ®q if-modules (Fil*.Djy)j (pas forcément libres) stables sous 
l'action de Gal(L'/L) équivaut à la donnée, pour tout i G Z et tout a : L —> K, d'un sous- 
Z/ (S>l,o- if-module FiPZ)i/ ]Cr de Du, a, qui est stable par G&l(L'/L) (donc nécessairement 
libre), et vérifie Fil l+1 D L /,a C FiP-Dj/^ pour tout i et cr, et U ieZ FiP_D L / iCr = D L > a , 
r\i G zFil l Dy !a = pour tout a. Soit (FiPi)jy jCr )j i0 - une telle filtration. On définit 

t H {D V ) = Y,Y. id ™ L '( FiliDL, >°/ Fi}i+lDL '^- 

i£Z cr 

La filtration est dite admissible si tH(Du) = t]y(D) et si pour tout sous-Lg-espace vec- 
toriel D' de D stable par ip et N, on a tii(D' L ,) < t^^D'), où D^, est muni de la filtration 
induite par Du . Par [2], proposition 3.1.1.5 et [H], proposition 4.4.9, pour que la filtra- 
tion soit admissible, il suffit de vérifier tH(Du) = tjv(D) et l'inégalité tH(D' L ,) < t^(D') 
pour les L' Q <g>Q p if -modules D' stables par 92, N et Gal(Z//L) (nécessairement libre), 
c'est-à-dire les sous-objets de D dans MOD^^. 

Si n € N, on pose G n = GL n (L) et G = G^+i où d > 1 est un entier fixé. Une partition 
de l'entier n est une suite a = (m, ...,n r ) d'entiers positifs tels que n = ni + • • • + n r . 
Étant donné une telle partition, on note P a le groupe formé des matrices inversibles 
triangulaires supérieures par blocs, c'est-à-dire, 



G n2 * * 



( G nx * * * N 
\ GnJ 

On note N a = Np a son radical unipotent et M a = Mp a son quotient de Levi. Les 
groupes P a seront appelés sous-groupe paraboliques standards de G n . Si a et j3 sont deux 
partitions de n, on dit que (3 est une sous-partition de a si Mp Ç M a (notation : (3 < a). 

On fixe un choix de q 1 / 2 dans Q p . À une représentation (r, N, V) de dimension d+ 1 
telle que r soit semi-simple, la correspondance de Langlands locale permet d'associer une 
représentation irréductible lisse 7r umt de G sur Q p normalisée de sorte que le caractère 
central de 7r umt soit det(r, N, V) o rec" 1 . Notons que la définition dépend du choix de 
q 1 / 2 . Dans [3], cette correspondance est modifiée comme suit : 
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- si 7r umt est générique (cf. [H], §2.3), alors 7r umt ®q |det|£ admet un unique 

modèle sur K qui ne dépend pas du choix de q 1 ^ 2 ; on le note ir ; 

- si 7r umt n'est pas générique, elle s'écrit comme l'unique quotient d'une induction 
parabolique : 

Indp a L(bi,n) (g) • • • <g> L(b s ,T s ) 

où a = (fcini, . . . , b s n s ) est une partition de d + 1, les Tj sont des représentations 
irréductibles cuspidales de GL ni (L), les L(pi,Ti) sont des Steinberg généralisées, 
c'est-à-dire, L(6j,Tj) est l'unique quotient irréductible de 

Indp 6 '™ 1 Ti ® Ti\ det \l <8> • • • ® Tj| det 

où est la partition (rij, . . . , n^) de bitii (cf. [5], §3.1). On a le résultat suivant : 

Lemme 2.2. (J3lj. Lemma La représentation 

(lnd$ a L(bi,n) ® • • • ® L{b s ,T s )) <g^ | det |~ d/2 

admet un modèle unique sur K qui ne dépend pas du choix de q 1 / 2 . On le note ir. 

Si on suppose que K est gros au sens où tous les L(pi,Ti) sont fixées par Gal(Q p /K), 
alors la définition de ir est plus directe. En fait, si on pose 

C{bi,n) = L(bi,Ti) ® % | det ig- 6 ^)/ 2 , 

alors cette C(bi, Tj) ainsi définie ne dépend pas du choix de q 1 ^ 2 , et est fixée par G&\.(Q p /K). 
D'après [5], proposition 3.2, elle admet un modèle unique qui est défini sur K et on le 
note 7Tj. Comme on peut récrire la représentation originale sous la forme 

indg, £(&i,n) ® £(& 2 ,r 2 )| det |" feini ® • • • ® r s )| det k^^', 
on obtient le modèle ir en posant 

vr = indp Q tïi (g) vr 2 | det |^ bini (g) • • • (8) ir s \ det | L i=1 J i . 

2.3 Rappels sur la conjecture et compléments 

On fixe : 

(i) un objet (r, N, V) de WD^ de dimension d + 1 tel que r soit semi-simple ; 

(ii) pour tout a : L <— > un ensemble de d + 1 entiers ii jCT < • • • < id+i, CT - 

À (r, iV, 1/) comme dans (i) on associe une représentation lisse ir comme au §2.2. Pour 
des ij i(T comme dans (ii), on pose 

%> = -id+2-j,a - (j - 1), 

et on note p l'unique représentation Q p -rationnelle de G dont le plus haut poids est 
ip : diag(xi, . . . , a^+i) i— > Eljii Tla-L^K z'j 3 ' 7 vis-à-vis du sous-groupe des matrices tri- 
angulaires inférieures (cf. (2], §2). 

Si (r,7V,V) G WD L , /L , on note (r,N, V) ss E WD L , /L sa F-semisimplification ([7], 
§8.5). 

La conjecture ci-dessous est proposée dans [3J, Conjecture 4.3 : 
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Conjecture 2.3. Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) p <8> 7r admet une norme invariante ; 

(ii) il existe un objet ((p, N, Gal(L'/L), D) dans MOD^^ tel que : 

WD(cp, N, Gal(L'/L),D) ss = (r, N, V), 

et une filtration admissible (FiPDjy^)^ stable par Gal(L'/L) sur Dy telle que 

Fil i D LV /Fil î+1 D LV & i G . . . , 

Proposition 2.4. La condition (ii) ne dépend pas du choix de L' . Plus précisément, si 
L" est une autre extension finie de L telle que 

[L , / :Q p ] = |Hom(L[ ) / ,K)| et (r, TV, V) G WD L „ /L , 

alors, (ii) est vraie pour L 1 si et seulement si (ii) est vraie pour L" . 

Démonstration. On peut supposer que L' C L" . 

(a) Soit (ip', N', Gal(L'/L), D') un objet de MOD L , /L . On pose 

D" = Ll ® L , D', 

et définit tp" , N" et l'action de Gal(L"/L) naturellement. Alors, on vérifie facilement que 
(ip", N", Gsi(L"/L), D") est un objet de MOB L „ /L . 
De plus, on suppose que 

WD(/, N', Gal(L'/L), D') ss = (r, N, V) 

et qu'il existe une filtration (F\\ l D' L , tT )j ;(T sur D' L , comme dans (ii). On munit D" de la 
filtration induite : FiPD^,, a = L" ®u ~F\\ l D' L , a . On vérifie que cette filtration est stable 
par Gal(L"/L) et est admissible, en fait on at N (D') = t N {D") et t H (D' L ,) = t H {D" L „). 
On fixe un plongement a' : L' Q <^-> K et g'q : Lq K qui prolonge g' q . Alors x ® fc i— > 
(1 ® x) ® A; induit un isomorphisme entre D^, et et cet isomorphisme commute à 
r et N. Donc on a WD(D') ~ WD(D"). 

(b) Soit (<p", N",Ga\(L"/L),D") G MOD L » /L et supposons qu'il existe une filtration 
(FiïD'l,, a \ a sur D'l„ comme dans (ii). Posons D' = £)" Gai(L"/L') que p on munit ^es 
structures induites : action de Gal(L'/L), opérateurs ip' , N' et filtration. On vérifie que 
{if/, N, Gsl(L'/L), D') satisfait à (ii) et on a L'^ L[ D" G ^ L " / L '^ = D" par Hilbert 90. □ 

Proposition 2.5. Soit K' une extension galoisienne finie de K contenue dans Q p . Alors 

(1) la condition (i) est vraie pour K si et seulement si (i) est vraie pour K' ; 

(2) la condition (ii) est vraie pour K si et seulement si (ii) est vraie pour K' et la 
filtration peut être choisie de telle sorte qu'elle soit stable par l'action de Ga\{K' / K) . 

Démonstration. (1) est immédiat. 

(2) La condition est bien nécessaire. Soit ((p', N', Gal(L'/L), D') un objet de MOD^y i L K i 
vérifiant (ii) où D' est un L(,®Q p K'-module. Posons D = D' Ga K K ' / K ) qu [ es t un L' o 0Q p K- 
module. Comme <p' , N' et Gal(L'/L) commutent avec Gal(K'/K), on obtient un objet 
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induit (ip,N,GaX(L'/L),D)) de MOD L >/ L K . De plus, puisque la filtration sur D' L , est 
stable par Gal(K' j 'K) , elle induit une filtration sur Dy qui est bien admissible. Comme 



WD(D) SS ® K K 1 ~ WD(D ® x K'f s = (r, N, V) ® K K' , 



on a WD(D) SS = (r,N,V). □ 

Remarque 2.6. On va voir plus loin que (cf. §4) si (ii) est vraie pour K', alors on peut 
toujours choisir une autre filtration admissible qui est stable par Gdl(K' /K). Donc en 
fait (ii) est vraie pour K' si et seulement si (ii) est vraie pour K. 



2.4 L'ordre des (n, N i} Vi) 

On conserve les notations du paragraphe précédent. Supposons K suffisamment gros 
pour pouvoir écrire 

s 

(r,N,V) = Q)(r i ,N i ,V i ) 

i=l 

avec les (ri, N, Vî) absolument indécomposables de dimension di. Soit (<pi,Ni, Gal(L'/L), Di) 
l'objet de MOD L i/ L tel que WD(Dj) = (ri, Ni,V{), alors Di est absolument indécompo- 
sable dans MOD L // L . Posons Di$ = Ker(iVj : Di — > Di) et cpi t o = <Pi\D i0 , alors (notons 
que ri correspond au L(bi,Ti), cf. §2.2) 

Di = a,o e A,o(i) © • • • e A,o(6< - i), 

où D i)0 (n) = A,0 avec ^lD ii0 (n) = P'Vi.Q, et où A^Id^ = et Ni envoie D ifi (n) dans 
Di t o(n — 1) par l'identité pour n > 0. On dit que Di et .Dj sont de même type si 

Hom v , Gal(i , /L) (A,^j) + 0. 

Remarquons que si Di et .Dj sont de même type, alors il existe un entier Z G Z tel que 
Dj o — Dj t o(l) comme (<^, Gal(L'/L))-modules. 

On choisit un ordre des (r{,Ni,Vi) de telle sorte que (toujours possible) : 

{l,...,s} = H X UH 2 U---UH V 

= {1, . . . , si} U {si + 1, . . . , s 2 } U • • • U {s r _i + 1, . . . , s} 

vérifiant les conditions suivantes : 

- fei, k 2 £ Hi si et seulement s'il existe ji, ■ ■ ■ ,j m tels que D kl et Dj 1} Dj i et Dj i+1 
(1 < i < m — 1), -D Jm et Dfc 2 sont de même type ; 

- pour i fixé, foi, &2 £ Hi, k\ ^ k 2 et D kl>0 (l) ~ -Dfc 2î o avec ' > impliquent k\ < k 2 ; 

- si £> fclï0 ^ Ab,o, et 6 fcl < 6 fe2î alors ki <k 2 ; 

- Pour i ^ j, posons M; = ® keHi D k , Mj = ® k&H] D k . Si t N (Mi)/dïmMi < 
tN(Mj)/dimMj, alors i < j. 

Proposition 2.7. Choisissons un ordre sur les (ri,N{,Vi) comme précédemment, et 
soient L(bi,Ti) les représentations définies dans §2.2, alors la condition "ne précède pas" 
est vérifiée (\1J$ , Définition 1.2.4)- 
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Démonstration. Supposons l'énoncé faux, et soit i < j tel que L(6j,Tj) précède L(bj,Tj), 
ce qui implique Tj(Z) = Tj| det \ l L —Tj pour un entier Z > tel que l + bj > 5j. Alors par 
la correspondance 

L(bi,Ti) <r+ (ri,Ni,Vi) <-> A, 

plus précisément, 

7ï| det |^ <-> A,o(&i - 1 - 0> r i ^ A;,o(&j - !)> 

on obtient 

A,o - D jfi ((l + bj -bj)), 
ce qui contredit î < j puisque / + hj — > 0. □ 

2.5 Module de Jacquet et un lemme d'Emerton 

On rappelle un lemme d'Emerton. On renvoie le lecteur à [8] ou [TU] pour la définition 
d'une représentation localement analytique. 

Soit P un sous-groupe parabolique de G avec N son radical unipotent et M son 
quotient de Levi. Dans [TU], §3, est défini un foncteur "module de Jacquet" Jp ayant la 
propriété suivante : 

Proposition 2.8. Soient p une K -représentation algébrique irréductible de G et tt une 
K -représentation admissible lisse de G, alors il existe un isomorphisme canonique de 
M -représentations 

J P {p ® K vr) ^ p N (S> K {r$Tï)ôp /2 . 

Démonstration. Voir [10J, Proposition 4.3.6. □ 

Si Nq est un sous-groupe ouvert compact de N, on note Z(M) le centre de M et on 
pose 

Z(M) + = {ze Z(M)\ zN QZ - 1 c n }. 

Lemme 2.9. (Emerton) Avec les notations ci-dessus. Soient V une représentation loca- 
lement analytique de G et x ■ Z(M) — > K x un caractère localement analytique de Z(M). 
On considère les deux conditions : 

(1) V admet une norme invariante ; 

(2) Si Hom z(M) ( X , J P (V)) + 0, alors 

\x{z)b P \z)\ v <\, Vz£Z(M) + . 

Alors (1) entraîne (2). 

Démonstration. Voir [9J, Lemma 1.6 ou [TU], Lemma 4.4.2. □ 

Définition 2.10. On dit que V satisfait à la condition d'Emerton si pour tout P, iVo 
et x comme ci-dessus la condition (2) du lemme 12.91 est vérifiée. 

Remarque 2.11. Comme tout sous-groupe parabolique de G est conjugué à un para- 
bolique standard, on peut supposer que P est un parabolique standard dans la définition 
12.101 Aussi on peut supposer = N nMd+xfàp) , ou Md + i(Z p ) est l'anneau des matrices 
carrées (d + 1) x {d + 1) à coefficients dans Z p . 
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2.6 Théorème principal 

Le résultat principal de cet article est le suivant. 

Théorème 2.12. Supposons K suffisamment gros tel que l'on a 

s 

(r,N,V) = Q)(r i ,N h V i ) 

i=l 

avec les r^ absolument indécomposables de dimension di. On considère les quatre condi- 
tions suivantes : 

(i) p®Tï admet une norme invariante ; 

(ii) Il existe un objet (ip, N, Gal(L'/L), D) dans MOD L // L tel que : 

WD(<p, N, Gal(L'/L), D) ss = (r, N, V), 

et une filtration admissible (Fil î Z?^/ (T )j )0 - stable par Gal(L' / L) x Gal(X/Q p ) sur D^i telle 
que 

F\YD L , tU /Yû l+1 D L ,, a ^O^iG {i ha , i d+1 , a }. 

(iii) Avec l'ordre des Di comme en §2. 4, les inégalités suivantes sont vérifiées 

di 

[if:l£^i 3> <t w (A), 

j = l cr 



rflH \-d s -i s-1 

j = l cr i=l 

d+1 s 

j = l cr i=l 

(iv) Le caractère central de p <g) 7r est unitaire et V satisfait la condition d'Emerton. 
Alors, (i) =4> (ii) 4^ (iii) 44> (iv). 

Remarque 2.13. (1) L'implication u (ii) (iii)" découle de la définition d'admissibilité. 
(2) L'implication "(i) =4> (iv)" est une redite du lemme d'Emerton et [3], Proposition 

5.1. 

Remarque 2.14. Si on pose b = b\ + ■ ■ ■ + b s , 

D[ = D lt0 , ...,D' bl = D lfi (h — ï),...,D' b = D sfi (b s - 1) 
et d\ = rg L / )(g)(J kD'^ alors pour toute permutation v G S bl on a 

[^:i]EEv^*(l))> 

3=1 a 
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d l(l) + '" +d 'v(b-l) 6-1 

[ R -- L \ E E^E^(^«)> 

3=1 (T 1 = 1 

d+1 6 

[ K ■ l] EE^> = E^(^(i)) = 

3=1 cr i=l 

Démonstration. Ceci résulte de l'ordre des (r^A^,^) (cf. §2.4). □ 

Remarque 2.15. D'après le théorème, la conjecture 12.31 se "réduit" à (iv)=^(i) (sup- 
posons K suffisamment gros). Il y a un résultat analogue dans le cas complexe (cf. [4], 
Theorem 4.4.6). 

Corollaire 2.16. Avec les notations comme dans la conjecture \2.3\ on a l'implication 

(t) => (m). 

Démonstration. Ceci est une conséquence du théorème 12.121 et la proposition 12.51 □ 



Dans toute la suite de cet article, on suppose que K est suffisamment gros au sens 
du théorème 12.121 



3 Preuve de (iii)^ (iv) 

Dans ce chapitre, on prouve que (iii) entraîne (iv) (sous l'hypothèse que K est suf- 
fisamment gros). Conservons les notations précédentes : G = GLd+i(L), d% = hrii, 
a = (di, . . . , d s ), Ti est une représentation cuspidale irréductible de G^, P = P a est le 
sous-groupe parabolique standard correspondant à la partition a, N a son radical uni- 
potent, M a son quotient de Levi, ir est l'unique modèle sur K de la représentation 

Indg, L(&i,7ï) ® • • • g) L(b„ t s ) (g)^ | det |~ d/2 , 

p est la représentation rationnelle de G associées aux entiers {dj, a }j,a et ip son plus haut 
poids. 

3.1 Le foncteur r% o Indp 

On note r = L(b\,Ti) (g) • • • (g) L(b s ,T s ). On fixe Q = Pp un parabolique standard 
de G où (3 = (mi, . . . ,m r ). Dans ce n°, on trouve une condition nécessaire pour qu'un 
caractère x de Z(Mp) soit tel que 

Hom z(M/3) ( X ,rgoInd£(r)) / 0. 
D'abord on a besoin du lemme suivant : 



13 



Lemme 3.1. Soient l = km et r' une représentation cuspidale irréductible de G m . Si 
7 = . . . ,l n ) est une partition de l, alors r p ^(L(k, t')) ^ si et seulement si m\li pour 

tout i, et dans ce cas r^(L(k, t')) est irréductible et égal à 



L(p n ,r'\ det [P1+-+P-1) g, . . . ® L(pi, r'), 
où pi = li/m. Son caractère central est égal à la restriction de 

(x(r')| det ® x (t')| det I*" 1 ) ® • • • ® (x(r') ® • • • (8) X (r')| det I*" 1 ) 

à Z(M-y), où x( T ') désigne le caractère central de r'. 

Démonstration. C'est une conséquence de la proposition 9.5 et la proposition 1.5 de 

m □ 

Posons 7 = (ni, . . . , ni, ri2, • • • , ng, • • • , n s , . . . , n s ) la partition de d + 1, et 

6i /ois 62 /ois 6 S /oîs 

X 7 = (x(n) ® • • • ® X(n)\ det l^ 1 ) ® • • • ® (x(r s ) ® • • • ® x(t,)| det ft" 1 ) 

alors X7 es t un caractère lisse de Z(M 7 ) dont le restriction à Z(M a ) est le caractère 
central de r. Posons W ~ <Sd+i le groupe de Weyl de G, Pq = Pn ±\ et 

W a ' P = {w G WKM a n P )vj- 1 C Po,™ -1 ^ n P )w C P }- 

Si io G VF"'' 3 et on pose a' = a n w~ 1 (3w (cf. p2], §1.2), alors a' < a. Si de plus 7 < a', 
c'est-à-dire, M 7 Ç M a r, on a Z(M a i) Ç Z(M 7 ), via lequel on peut voir X7 comme un 
caractère de M a > et de même on voit x 7 1 comme un caractère de Mp> , où par définition 
= waw -1 Pi (3 et x w 1 ( z ) = x( w ~ lzw )- 

Proposition 3.2. (1) Si P = Q , on a Hom^jif ) (x 7 , rp olndp(r)) 7^ 0. 

(2) Hom^(Ma)(Xî r Q Indp(r) 7^ si et seulement s'il existe une permutation w G 
W 01 ' 13 telle que 

7 < q/ = anw~ 1 [5w et % = X 7 U(A^)> 

Démonstration. (1) est un cas spécial de (2), et (2) se déduit de p2], Theorem 1.2 et 
Proposition 1.6, et du lemme I3~T1 □ 

Posons 

/ 



w 



V 




et Q* = w Qw l , N* = w Npwô l , M* -- 
Par la proposition 13.21 on obtient 

Corollaire 3.3. (1) SiP = Q, on a Hom z(M .) ((x 7 r°#p. 2 | det |^ /2 , J P . (p®7r)) ^0; 
^ Hom Z ( M ») (x, Jq* (p <8) 7r)) si et seulement s'il existe w G p^ a ' /3 £e/ g«e 

7<«' = «n»>, et x = (x 7 " 1 U(A« ) r o #Q / '|det| i d/2 . 
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Démonstration. Ce corollaire se déduit de la proposition 13.21 et des faits suivants : 
(a) d'après la proposition 12.81 



Jq* ( P ® tt) ~ p N ? (^vr)^ 2 = ® (rg. o Ind£ r)| det |^ /2 <#. 2 ; 

(b) pour tout Q parabolique standard, p N est une représentation algébrique irré- 
ductible de M* dont le caractère central est la restriction de ip à Z(M*) ; 

(c) si a G RepG, alors Hom Z ( M(3 )(x, r g( cr )) 7^ si et seulement si Hom Z ( M t)(x'" , 
rg»)^0. □ 

3.2 La preuve 

(m) => (iu) : D'abord par [3], Proposition 5.1, le caractère central de p®ir est unitaire. 

Soit P = (mi, . . . , m r ) une partition de d + 1. Posons Q = -P/?, Q* = wqQwq 1 , 
iV * = iV* n M d+1 (Z p ) C N*, Z(M^) + = {z G ^M^zA^- 1 C A^ *}. Soit tu G W a >0 
tel que 7 < a' = a n w^fîw. D'après le corollaire 13.31 et la remarque 12.111 il suffit de 
prouver 

(*) val^x^ 1 ™ ^, 172 ! det ^(z)) > 0, Vz G Z(M£)+. 

On récrit 1 sous la forme 

xi ® • • • ® x' r 

avec Xi : Z{G mi ) — > K x . Soit ii < £2 < • • • < et on pose 

2 = . . . ,i r ) = diag^* 1 !^,. . . ,p' r l mi ), 

où l mi désigne la matrice identité d'ordre Alors z G Z(M^) + et on voit qu'il suffit 
de prouver (*) pour z G Z(M%) + de cette forme. 

On calcule val p (x^ lw °(z)), v&]p(î{)(z)), val p ((5g! //2 (z)) et |det| L d ^ 2 respectivement, 
(a) Trivialement on a 



i=l 

et 

valp(| det(z)|^ /2 ) = -[L : Q p ] ^ m^ r+ i-y 



(b) Par la définition de p, on a 

m r d+1 

val p (/0O)) = h(YY a j^)^ l"*r( E E«j>) 

j=l o- j=m r H hm.2+1 CT 

m,- d+1 

= ~h Y Y id+2-j,cr U Y Y H+2-j,o 

j=l a j=m r -\ f-mz+l CT 

mi (2 jrij+mi— 1) 

_[ L : Qp]ti m,(m,-1) tr[L . Qp] 3 _>2_ 

r miH hnii 

= - XX*r+l-i E Yij,v) 

i=l j=m\-\ hm-j-i+l cr 

r 

-i[L : Q p ]( E t r+1 -imi(2 Y ™j + m~ !))• 

i=l j>i 
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(c) Par [16J, chapitre 1.2.7, exemple (c), on a 

r 

= -\\L : Q p ] E(E m j ~ E rnj)mit r+1 -i. 

i=l j<i j>i 

Un calcul rapide implique que 

val^-^^detl-^z)!) 

r r miH Vrai 

= E Wl-i val p(Xi(plmi)) - E(*r+i-l E E*J>)- 
i=l i=l j=wuH \-rrii— i+l c 

Notons que, par la correspondance de Langlands locale unitaire (non modifiée), le carac- 
tère central de L(pi,Ti) est det(rj, Ni, Vf) o rec , on a donc pour tout 1 < i < s (cf. [3], 
Proposition 5.1) 

X (n)\det \{(pt mi ) = Ti ^-prtiv(A,o(&i " 1 " J')), J = 0, • • • , ftj - 1; 

mais, par définition, x'i es t un produit de tels caractères, on en déduit les inégalités (*) 
de la remarque 12.141 et du fait que t\ < t 2 < ■ ■ ■ < t r , 

(iv)=^(iii) : Immédiat à partir du calcul ci-dessus. □ 

Remarque 3.4. Cette preuve est une généralisation de [9], Lemma 2.1. 

4 Preuve de (iii)=>(ii) 

Supposons que (iii) est vrai, on va prouver (ii) dans ce chapitre. Posons 

(<Pi, N, Gal(LVL), A) = MOD(r î5 N h Vi). 

Convention : comme les L' <8>q if-modules D' qu'on va traiter sont tous objets de 
MOD L // L libres de rang égal à dimx(WD(D')), on pose dimZ)' = rg^^ K D' . 

4.1 Construction de (ip, N, Geà(L'/L), D) 

Dans ce paragraphe, on construit un objet (ip, N, G&l(L'/L), D) de MOD^ ^ tel que 

WD(<p, N, Gal{L'/L),D) ss = (r, N, V). 

D'abord, on regarde quelques exemples. 

Exemples 4.1. On considère le cas V = L = Q p (donc Gal(L'/L)={l}). Définissons 
(D ,(po,N ) par : 

D = Ke, <p (e) = e, N (e) = 0. 
(1) (a) Soit D = Di © D 2 = D © (D © D (l)), c'est-à-dire, 

D = K 3 = Kei © Ke 2 © Ke 3 
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avec 

<p(e 1 ) = e 1 , ip(e 2 ) = e 2 , ip(e 3 ) = pe 3 

et 

iV(ei) = 0, N(e 2 ) = 0, N{e 3 ) = e 2 . 
Alors il existe un triplet (ii,i 2 ,i 3 ) tel que 

h < h < «3, ii+i2 + *3 = *iv(-D) = 1j 

et tel qu'il n'existe aucune filtration admissible dont les poids de Hodge-Tate (i.e. les 
entiers i tels que avec multiplicité) soient {— i\, —i 2 , —13}- En fait, 

on peut choisir un triplet (h,i 2 ,i 3 ) tel que 

il < i 2 < i 3 , ii + i 2 + i 3 = t N (D) = 1, et i 2 > 0. 

Soit (Fï[ l D)i une filtration quelconque dont les poids de Hodge-Tate sont {—ii, —i 2 , —i 3 }. 
Alors à\mF\\ l2 D = 2 et si on pose D' = Fil î2 D n (Ke\ © K e 2 ) qui est un sous-objet de 
D, on a 

f t H (D')=i 2 + i 3 >0 = t N (D') si Fïl i2 D = Ke\ + Ke 2 
\ t H (D') >i 2 >0 = t N (D') sinon. 

La situation sera améliorée si on modifie <p par 

(f*(ei) = ei + e 2 , y*(e 2 ) = e 2 , ^*(e 3 )=pe 3 . 

On vérifie que pip*N = iV</3*, et tout sous-objet D' non trivial de D est de la forme : 

Ke 2 ; Kei^Kej, = (1,2) ou (2,3). 

On peut construire une filtration telle que 

tii(Kei) = ii, tn(Kei © Kej) = i\ + i 2 

pour i ^ j (cf. lemme [4781 ci-après), et la condition i% < i 2 < i 3 entraîne que cette 
filtration est admissible. 

(b) La même preuve pour D = (D © Dq(1)) © D {1). 

(2) Soit D = Di © D 2 = (A) © D (l)) © (D (l) © D (2)), c'est-à-dire, 

D = Kei © Ke 2 © Ke 3 © Ke 4 , 

cp(ei) = ei, ip(e 2 )=pe 2 , <p(e 3 ) = pe 3 , v?(e 4 ) = p 2 e 4 ; 
N(ei) = 0, N(e 2 )=ei, N{e 3 ) = 0, N(e 4 ) = e 3 . 
On peut énumérer tous les sous-objets non triviaux de D stables par tp, N : 

Ke u i = 1,3; K ei ®K ej , = (1, 2), (1, 3), (3, 4); 

Ke i ®Ke j ®Ke k , (i,j,k) = (1, 2, 3), (1, 3, 4); 
Kei © Kv, avec v = ae 2 + 6e 3 , a,b ^ 0. 
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Soient {ij}i<j<4 des entiers tels que 

4 

y] = 4, h < 12 < h < U- 

3=1 

On peut construire une fîltration (Fil 1 D)i sur D telle que (cf. lemme l4~8j) 

FiPD/Fil m D ^ o i G {ii,i 2 ,i3,i4} 

et telle que 

tH(Kei)=h, tn{Kei® Kej) = i\ + %2, tn{Kei@ Kej @ Ket) = h + 12 + h, 

pour tous i, j, k distincts. En particulier, si D' = Ke\ ®Kv avec v = ae2 + be 3 , a, b ^ 0, 
on a tH(D') < ii + i 3 . L'hypothèse sur {ïj}i<j< 4 implique i\ + i 3 < 1 et on en déduit 
que la nltration est admissible. 

Notons qu'on peut aussi modifier (p comme en (1) : 

¥>*(e2) =pe2 +pe 3 , </?*(ei) = ipei pour i / 2. 

On vérifie que pip*N = Ntp* et 

iV, Gal(L'/L), D) ss = WD{p*,N, Gal(L'/L), D) ss , 

et que la fîltration définie ci-dessus est encore admissible. 

(3) Soit D = D 1 ® D 2 = (D ® D (l) © D (2)) © A)(l)- De façon plus précise, 

D = Kei © Ke 2 © -ftTe 3 Ke 4 ; 

(p(e 1 ) = e 1 , tf{e 2 )=pe2, <p(e 3 ) = p 2 e 3 , </?(e 4 )=pe 4 ; 
iV( ei ) = 0, iV(e 2 ) = ei, jV(e 3 ) = e 2 , jV(e 4 ) = 0. 
On peut vérifier que si (p* est un endomorphisme de D tel que p(p*N = N(p* et tel que 

WD{p*, N, Gal(L'/L), D) ss = WD(ip, N, Gal(L'/L), D) ss , 

alors 99* = 99. 

Remarque 4.2. (1) L'exemple dans (1) nous dit que l'on doit modifier (p dans certains 
cas. (Notons que le triplet (h, 12,^3) vérifie la condition (iii) du théorème 12.121 ) 

(2) L'exemple (2) signale qu'il n'est pas toujours nécessaire de modifier ip. 

(3) L'exemple (3) nous dit qu'il n'est pas toujours possible de modifier f. 

Lemme 4.3. On fixe un H^, et soit k\ G Hi, A; 2 G Hi tels que k\ < /c 2 . On peut écrire 

D kl =£> eA)(i)e-"©A)(rx), 

D k2 = D (l) D (l + 1) • • • © D (l + r 2 ), 
avec Dq = ker(iV : D kl — > D kl ) absolument irréductible et l > 0. Alors 
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(1) Pour que HomMOD i//L (D kl , F) k2 ) ^0 i! /a«i e£ suffit que l < r\ < l + r%. S'il 
en est ainsi, HomMOD I , /i (ffci 1 -Dfc 2 ) es t un K-espace vectoriel de dimension 1. 

(2) Supposons HomMOD L ; /L 0^fci> D k2 ) ^ et soit a : D kl — > D k , 2 un tel morphisme 
non nul. On modifie le Frobenius sur D kl © D k2 en posant <p : D kl © D k2 — > D kl © D k2 , 

<p(ei) = (Pki(ei) +tp k2 (a(ei)), ip(e 2 ) = ^ 2 (e 2 ), 

où ipki est le Frobenius sur D ki . Alors ptpN = Nip où N = N kl © N k2 : D kl © D k2 — ► 
D kl © D k2 . De plus, on a 

(<p, N, G8l(L'/L),D kl © D k2 ) G MOD i7L , 

et 

WD(<p,N, G&L(L'/L), D kl © D kî ) SB = WD(tp kl © <p k2 ,N, Gal(L'/L), D kl © D k2 ) ss . 

(3) Tout sous-objet de (<p, N, Gal(L'/L), D kl © D k2 ) est, à isomorphisme près, de la 
forme : 

(A) © • • • © A)(ni)) © (D (l) © • • • © D (Z + n 2 )) 
avec < ni < r\, < n 2 < r 2 vérifiant n\ < l ou l < n\ < l + ra 2 . 

Démonstration. Immédiat. □ 

Motivé par les exemples l4.1l et le lemme l4~3l ci-dessus . on définit l'objet (ip, N, Gal(L'/L), D) 
de la manière suivante : 

- en tant que L' ©q p ET-module, D = ffî| =1 -Di ; 

- on définit N = ® s i=1 Ni sur D ; 

- on définit l'action de Gal(L'/L) naturellement ; 

- pour tout 1 < k\ < fc 2 < s : 

(a) si fc 2 G Hi pour un i, on peut écrire 

D kl = D © • • • © D (n), D k2 = D (l) © • • • © D (l + r 2 ); 

avec ri, r 2 , Z > 0. Si de plus l = ou r\ = l + r 2 , et fc 2 est le plus petit entier 
de iïj ayant l'une de ces propriétés, on pose (sur D kl © D k2 ) 

f(ei) = ^fei(ei) +^ fc2 (a(ei)) si ei G i/?(e 2 ) = e 2 si e 2 G D k2 

où a / est un élément fixé de HomMOD L , /L (D kl , D k2 ). 

(b) sinon, on pose tp = ip kl © (p k2 sur D kl © D k2 . 

On déduit de la définition et du lemme POl que (tp, N, Gal(L'/L), D) G MOD^ et 

WB{p, N, Gal(L'/L), D) ss = (r, TV, V). 
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4.2 Structure de D 

On conserve les notations du paragraphe précédent. Dans ce paragraphe, on étudie 
la structure de D qui sera utilisée dans la suite. 

D'abord, on suppose D = pour un i de sorte qu'on peut écrire 

D = D 1 e---®D S 

= (D © Do(l) © • • • © Do(h - 1)) © • • • © (D (l 9 ) © • • • © D (l s + b s - 1)) 

avec li > et D absolument irréductible de dimension h. 

On considère pour l'instant (</?|dd N\dj,, Gal(L'/L), D±) S MOD L */ L . Par hypothèse, 
(<^|d , Gal(L'/L), Dq) est un objet absolument irréductible dans MOD^y^, donc d'après 
la remarque 12.11 tpf \d = a est scalaire avec a S K x . Notons cp' = ^ et q' = pf . 

On récrit D sous la forme 

D = D =0 • • • D =n 

= (©A)) ©(©A,(l)) ■■■©(© D (n)), 

où n = max2<i< s {ri, U + bi — 1}. Alors par définition de y? 

£> =i = G D| (y/ - g /j a) fc w = 0, fc > 0}. 

Définition 4.4. (1) Un sous-objet D' de D est dit bon s'il est de la forme 

D 1 = D[ e ■ ■ ■ @ D' s 

= (D © D (l) © • • • © D (b[)) © • • • © (A)(U © • • • © D (l s + 

avec — 1 < 6- < 6j — 1, où b\ = —1 désigne que D' H Di = 0. 

(2) On appelle drapeau de .D une suite de sous-Lo ®q p if-modules libres {-Ej}i<j< m 
de D tels que 

C E x C • • • C E m C D; 

soit 

C C ■ • • C E' m , C D 

un autre drapeau de D, il est dite un sous-drapeau s'il existe 1 < j(i) < m' tel que 
i?j = Ej,q pour tout 1 < i < m. Soit a : L <—* K un plongement, on définit un drapeau 
de Dy a de manière analogue. 

(3) Un drapeau 

A:0CË 1 Ç.--CB m ÇD 
de D est dit 6on si tous les E\ sont bons. 

Remarque 4.5. (1) L'ensemble des bons sous-objets de D est de cardinal fini. 

(2) Si Ei et E2 sont deux bons sous-objets de D, alors Ex + E^, E\f] E2, ker(A r |£; 1 ) 
et N(E\) sont bons aussi. De plus, pour tout j, ker((<// — g^a)!^) et ((p' — q' 3 a)(E\) sont 
bons. 

Si on définit 

D =i ,< = {i> G £> =i | (<// - q' j aYv = 0}, 
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alors on obtient un bon drapeau de D = j : 

D =j>1 C D =h2 C • • • . 

Posons D < j = Qi<jD = i et D<j = ©j<jD = j. 

Dans le cas général D = ©jD# t , on dit qu'un sous-objet D' est bon s'il est somme 
directe de bons sous-objets de D#. . 

4.3 Définition de la filtration sur D 

On conserve les notations du paragraphe précédent. Soit Fil CT = (Fil 1 Dl> jCT )j une 
filtration de -D.lv stable par Ga\(L' /L). On note I(Fïi a ) l'ensemble des entiers % tels que 

FirD iV /Fil i+1 D) iv ^ 

avec multiplicité égale à d\m.KF\\ % D y a /¥\\ l+1 D y CT (i.e. les opposés des poids de Hodge- 
Tate). 

Remarque 4.6. Si D\ C D% sont deux sous-.L'©l j0 - if-modules de Dy^. Alors I(Fil CT , D\) 
C J(Fil CT) -D 2 ). 

Définition 4.7. Soit 

A CT : = -E 0iCT C £) liCT C • • • C E m+ i >a = D L /^ 

un drapeau de D^/ j(J par des sous-L' <8>l i(7 -fC-modules libres, et Fil^ une filtration sur 
Dl 1 ,o avec I(¥'ù a ) = {zi j(T < ^2,0- < • • • < id+i,a}- On dit que Fil CT est transverse à Aq-, si 
pour tout k, 

/(Filo-, -Bfc.cr) = {h,a, ■ ■ • , Mimx-Bfc^.cr}- 

Lemme 4.8. Soient A = (Ao-)^ «n drapeau de D, et pour tout a : L <—* K des entiers 
{ij,a}i<j<d+i tels que < • • • < id+i,a ■ Alors il existe une filtration Fil = (Filo-)^ sur 
D stable par Gal(L'/L) telle que pour tout a, FiLj- est transverse à A a et 

I(Fil CT ) = {ii >a , . . . ,id+i,a}- 

De plus, si K\ C K est un sous-corps de cardinal infini, alors on peut prendre Fil CT telle 
qu 'elle soit définie sur K\ . 

Démonstration. Voir |3j, Proposition 3.2. □ 

Remarque 4.9. De plus, si on se donne Ai, . . . , A n des drapeaux de D et des entiers 
{ii )(7 < ••• < id+i, a }, on obtient encore par la preuve du lemme [4781 qu'il existe une 
filtration Fil telle que l'énoncé du lemme [4781 soit vrai pour tout Aj. 

On fixe une filtration Fil = (Fil (T ) cr sur D qui est transverse à tous les bons drapeaux 
(c'est un ensemble fini). En particulier, comme tout bon sous-objet D' de D appartient 
à un tel drapeau, on a (cf. la preuve de [3], Proposition 5.1) 

dimD' 

t H (D' L ,) = [K:L] £ E^>" 

j = l a 
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Corollaire 4.10. Avec les notations précédentes. Soient {^}o<i< m +i des bons sous- 
objets de D tels que Eq = 0, E m+ i = D et à\mEi_i < A\m.E i? et D' un sous-objet 
quelconque de D. Posons 

ai = dimÊ'j — dimSj_i, Cj = dim(Ei n D') — dim^i-i H D f ), 

et 

i i 
fi = {j E N| il existe l tel que ai — q + 1 < j < ai}. 

i=0 i=0 

Alors 

t H (D , I/ )<[K:L]J2'Eij«r- 

Démonstration. Cela découle de la définition 14.71 de la remarque 14.61 et du choix de 
Fil. □ 

4.4 La preuve : cas spécial 

Dans ce paragraphe, on va prouver l'implication "(h)=^ (ni)" du théorème 12.121 dans 
le cas spécial D = D^- Rappelons qu'on a défini un certain objet ((p, N, Gal(L'/L), D) 
(cf. §4.1) de MOD L / /L tel que 

WD(p, N, G&l(L'/L),D) ss = (r, N, V), 

et on a fixé une filtration Fil = (Fil*.Djy )Cr )j )(T (cf. §4.3) sur telle que 

FiPi} LV /Fil î+1 Z) LV /O^îé {i ha , . . .,i d+ i >a }. 

Donc il suffit de prouver 

Théorème 4.11. La filtration Fil sur est admissible. Autrement dit, si D' est un 
sous-objet de D, alors 

t H {D' L ,)<t N (D'). 

On fixe un sous-objet D' de D et on commence par établir certaines propriétés de 

D'. 

Définition 4.12. Soient E, E' deux bons sous-objets de D tels que dim£" > dinxE, on 
définit 

a (E>/E,D>) = d ™ E ' nD '- d ™ EnD '. 
v ' ' ' àiraE'-àmxE 

On note a(E'/E) = a(E' / E, D') s'il n'y a pas de risque de confusion. On écrit a(E') si 
E = 0. 

Remarque 4.13. (1) Le nombre a(E' /E) peut être négatif. 

(2) Soient E\, E2, E3 trois bons sous-objets de D tels que dinxEi < diimE^ < diraE^, 
alors ou bien a(Es/E 2 ) > cx(Es/Ei) > a(E 2 /Ei), ou bien a(E 2 /Ex) > a{E 3 /E\) > 
a{E 3 /E 2 ), ou bien a{E 2 /E 1 ) = a{E z /E{) = a(E 3 /E 2 ). 
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Théorème 4.14. (1) Pour tout sous-objet D' of D, il existe un bon drapeau 
A = A D , : = E C E 1 C • ■ ■ C E m+l = D 

tel que 

(a) pour 1 < i < m, a{E i+l /Ei) < aiEijE^i) ; si a{E i+1 /Ei) = a(Ei/E^i), alors 
àun.E i+ i/Ei > àiraEi/Ei-i ; 

(b) N(Ej) C Ei-t ; 

(c) pour tout i, il existe un entier j < 1, tel que (ip' — q' J a)Ei C -Ej-i ; 

(d) A n'a pas de sous-drapeau qui est bon et qui vérifie les conditions (a)-(c). 
(2) Si 

A' = A' D , :0 = E' Ç E[Ç ■■■ Ç E' m , +1 = D 
est un autre bon drapeau vérifiant les propriétés (a)-(d), alors m = m' et 

dimtfi = dîmEt, a(E i+1 /Ei) = a(Et +1 /E%) 

pour tout i. 

Démonstration. (1) On munit QxNde l'ordre suivant : 

(xi,yi) > {x 2 ,y 2 ) ^ {xi > x 2 ) ou (xi = x 2 et y 1 < y 2 ). 

On considère l'ensemble des bons sous-objets non nuls de D et on choisit un d'entre eux, 
noté Ei, tel que le couple (a(Ei), dimEi) soit maximal. Puis on considère l'ensemble des 
bons sous-objets de D contenant E\ strictement et on choisit un d'entre eux, noté E 2 , 
tel que (a(E 2 / Ei) , dimE 2 / Ei) soit maximal, et on obtient ainsi un bon drapeau 

= E C Ei C ■ ■ ■ C E m C E m+ i = D. 

On prouve maintenant que ce drapeau vérifie les conditions (a)-(d) : 

(a) et (d) sont automatiques et proviennent de la définition du drapeau. 

(b) Supposons d'abord i = 1. Comme 

dim£i = dimN(Ei) + dim^f =0 

et 

dim(£i n D') < dïmN{Ei) n D' + dim(£f =0 n D'), 

on déduit que ou bien a(N(Ei)) > a(Ei) ou bien a(E^ =0 ) > a(Ei), et donc, par 
définition de E u N(Ei) = puisque N(Ei) + E x . 

Pour i général, on considère E' i+1 = {v € Ei + i\ N(v) G Ei} qui contient Ei. On a 
une suite exacte de L' (8)q i^-modules libres 

-> E' i+1 /Ei -> Ei+i/Ei -> + N(E i+ i))/Ei -> 0, 

donc d'après le choix de Ê^, on obtient 

+ N(Ei + i) = Ei aaEi+L 

Or ker(7V|£; i+1 ) / 0, on obtient N(E i+1 ) Ç 
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(c) Supposons d'abord i = 1. Comme 

E 1 = (Et n £=0) © • • ■ © (Ex n D =s ), 

et 

L>' n Ei = (£>' n (Ei n L> =0 )) ©•••©(£' n (E x n lu)), 

où L>' n (Ei n E = j) est le sous-espace de D' n Ei formé par les vecteurs v tels que 
(tp — q'^a) k v = si /c 3> 0. Le choix de Ei implique Ei = Ei n D=j pour un j, i.e., 
Ei C D = j . En utilisant la suite exacte 

- ker((<// - ^'o)|^) - Ei - (^ - ^'o)(^i) -» 0, 

on obtient (ip' — q' J a)(Ex) = 0. Dans le cas général, on utilise l'argument analogue comme 
en (b). 

(2) Cela sera une conséquence du lemme ci-dessous. □ 

Lemme 4.15. On fixe un drapeau Api comme dans le théorème. Pour tout bon sous- 
objet L de D, soit i £ Z> l'unique entier tel que 

dimEj < dimL < dimEj + i. 

Alors on a a(L/Ei) < a(Ei + \/Ei). En particulier, si dimL = dimEj + i, alors 

dimL»' n L < dimL»' n E i+1 . 

Démonstration. Supposons l'énoncé faux et L un tel sous-objet de D de dimension maxi- 
male. Soit i l'unique entier tel que dimEj < dimL < dimEj+i. Alors par hypothèse, 
a(L/Ei) > a(E i+1 /Ei). 

Évidemment L ^ D. Soit j le plus petit entier tel que Ej + \ ^ L, de sorte que j < i 
et Ej ; Ç L n Ej+i. On pose L' = L + Ej + i qui contient L strictement et soit l l'unique 
entier tel que dimE; < dimL' < dimE; + i (alors l > i). On voit qu'il suffit de prouver 
que 

a(L'/E) > a(E + i/E). 

Notons que LnEj + i est bon et contient Ej, on a a(Ej + i/(L n E,- + i)) > a(Ej + \/ Ej) 
par le choix de Ej+%, et donc 

a(%i/(Ln%i)) > a(E m /E). 

D'autre part, on a évidemment a(L' / L) > a(Ej + \/ (L n E J+ i)). Donc on obtient enfin 
a(L' jE{) > a(Ej + i/Ej), et ceci achève la preuve dans le cas l = i. On est donc ramené 
au cas l > i. Dans ce cas on a a(L'/Ej) > a(Ej + i/Ej) > a(E^/Ej), et ceci implique 
a(L'/E{) > a(Ei/Ei) > a(E l+1 /E t ). □ 

Remarque 4.16. D'après (b) et (c) du théorème 14.141 on a pour tout i, qu'il existe j, 
l et une injection Ej+i/E, — > D = j t i + i/D = j t i. 
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On fixe un bon drapeau de D 

A = A D > : = E C Ex C • • • C E rn+1 = D 

comme dans le théorème 14.141 

Soient F\ le plus grand bon sous-objet tel que a{F{) = 1 et F2 le plus grand bon 
sous-objet contenant D'. D'après le lemme 14.151 on voit que F\ et F 2 appartiennent à 
A. On note k' et k les entiers tels que F\ = Ey et F2 = Ey +k (indépendants du choix 
du drapeau). On considère le drapeau 

= Eq Ç Fy = F\ C • • • C Ey+k = Fi C E m+ i = D, 

et on pose ao = dimFi, a^+i = dimD — dimF2, et pour 1 < % < k 

^ = dim£' fc / +î /£ , fc / +i _ 1 , a = dimD' (1 Ey +i /D' n -EV+i-i- 

Proposition 4.17. Avec les notations plus haut, on a 

a > max{Q}i<j< fc , a k+ i > max{ai - Q}i<i< fc . 

Démonstration. On prouve seulement la première inégalité, la preuve de l'autre étant 
analogue. D'aprè s l'assertion (i) du lemme 14.181 ci-dessous, on peut supposer h = 
dinxDo = 1. 

Choisissons un r tel que c r = max!<j<fc{cj}. On sait qu'il existe j, l tels que 
i?fc' +r /£'fc/ +r ._i D = j i + i/ D = j i. On a donc dimD' n D = j i + i — dimD' n D = jj > c n 
et puis dimD' n D = ,^\ > c r parce que l'on a un homomorphisme injectif 

- q' J a) : D =j>l+1 /D =j>l D =jil /D =j ^. 

D'après le lemme 14.181 ci-dessous, on a pour tout 1 < i < j, 

dimD' n D=i_i,i > dimD' n D =iyl - 1, 

et pour que dimD' n D =i _ 1 ^ = dimD' n D = i t i — 1, il faut dimD = j„i i = dimZ? = j i — 1, 
d'où 

dimker(iV| D=î l ) = 1, kerN\ D=itl C D' . 
S'il en est ainsi, alors par la définition de F\ on a 

ker(iV| 0= . J C Fx, 

et ceci permet de conclure puisque dimD' n -D=i,i < 1 d'après le lemme l4~l~8l □ 

Lemme 4.18. (1) Pour tout sous-objet D de D, on a h\dimD. 
(2) Pour tout k, dimker N fl ker((^' — q' k a) = h ou 0. 
(S) dimD = i i i = h, IdimD^^ — dinxD^-i^l = h ou 0. 

Démonstration. (1) Comme D = ©5 =1 DC\D = j, on peut supposer N = et alors par dé- 
finition, (ip, Gal(L'/L), D) est une extension successive de objets de type (^>\d , Gal(L'/L), 
fo) qui est absolument irréductible. L'énoncé s'en déduit. 

(2) Cela résulte de la définition de <p et de (1). 

(3) Le premier énoncé est une conséquence directe de (2). Pour le deuxième, on 
considère N(D=i t i). D'une part, on a dinxD^i — dimN(D = i t i) < h d'après (2). D'autre 
part, dmxD^-^i — dimN(D = i t i) < h d'après la définition de <p. Enfin, l'assertion (i) 
nous permet de conclure. □ 
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En vue du théorème 14.141 et de la proposition 14.171 on a besoin de la définition 
suivante : 

Définition 4.19. Soient a = (ao, • • • , ak+i) une partition de d+l et f2 un sous-ensemble 
de {1, . . . ,d+ 1}. Posons 

h = {1, 2, . . . , ao}, Ji = {o + 1, . . . , oo + ai}, • • • , h+l = {«o H \- a k + 1, ■ ■ ■ ,d + 1}, 

et Ci = \Q fl Jj| pour < i < k + 1. On dit que la paire (fî, a) est de type spécial si les 
nombres {ai}o<i<fc+i et {cj}o<i<A;+i vérifient les conditions suivantes : 

(i) ao = cq > 0, Cfe + i = 0, et aj > Q > pour 1 < i < k, 

(ii) £i > £i±i pour tout i, 
\ I ai — a i+1 r ' 

(iii) a > maxi<j< fc {ci}, a k+ i > maxi<j< fc {aj - a}. 



Les paires de types spéciaux ont la propriété suivante : 

Proposition 4.20. Soient (f2, a) une paire de type spécial, et {nïi}i<i<d+i, {«î}i<i<d+i 
des nombres réels tels que 

(a) nii < m i+ i, m < n i+ i, 

(b) m i+ i -m,i> n i+ x - ni, 

d+l d+l 

(c) Yl m i < E n i- 
i=l i=l 

Alors on a E m « — E n i- 

Remarque 4.21. Cette proposition peut être vue comme une généralisation de [3], 
lemme 5.4. 

La démonstration du théorème 14.111 utilise la proposition 14.201 dont la preuve sera 
donnée au paragraphe suivant. 

fe+i 

Démonstration de \4-ll\ Reprenons les notations de la proposition ^. 171 Donc on a E a i = 

i=0 

d + l. Notons a = (ao, . . . , ajfc+i) la partition de d + 1, 

Iq = {1, . . . , a }, • • • , 4+1 = {a H h afe + 1, . . . , d + 1}, 

et f£ le sous-ensemble de {1, . . . , d + 1} tel que 

i i i 

Çlnli = a 3 - °i + 1» /. \ a 3 - °i + 2 > • • • » a j}- 

3=0 j=0 j=0 

On sait que, d'après le théorème 14.141 et la proposition 14.171 (fi, a) est de type spécial. 
On pose Si = dim(D' (1 D = i), ri = §{j € f2| dimD<j + 1 < j < dimD<j} et 

{ t N (D ) l<i<dinxD =0 

t N (D (l)) dim£> =0 + l<j< dinxD<i 

k t N (D (n)) dimZ) <n + 1 < j < dimD< n = d+l 



26 



de sorte qu'on a (notons que ijv(A)W) = ^v(Ad) + i[K : Q p ]) 

n n 

t N (D') = s i n i = dimD' ■ MA)) + [K : Q p ] is h 
i=0 i=0 

et 

n n 

Yj n i = Yl rm = dimD ' ' MA)) + [K : Q P ] Y iri ' 

i i 

(a) D'abord, on prouve le théorème sous l'hypothèse Y s i ^ Y r i pour tout l, Alors 

i=0 i=0 

on a : 

- tuiD'jj) < [K : L] Y E l j>' Ceci est une conséquence du corollaire 14.101 

-, jen a 

- [K : L] Y Y ij,a < Y n j- ^ n posant rrij = [K : L] Y *j>, on voit que 

jen <y jen & 

rrij + i — rrij > [K : Q p ] > nj + % — rij 

puisque que dimD = j 7^ pour tout < i < n. On déduit l'énoncé de la proposition 
KM 

- t]y(D') > Y n j- Il suffit de prouver que Y?=o K s i ~ r ù — 0- Mais 

jen 

n n n 

Y i i s i- r i) = nY(si ~ ri) - Y( n ~ ^{Si ~ r i) 
i=0 i=0 i=0 

n n— 1 l 

= nY{ s i-n) ~ Y E ( s i - r i)i 

i=0 1=0 i=0 

n n l 

l'inégalité résulte du fait que Y s i = E r « e ^ Y( s i ~ r «) — P ar hypothèse. 

i=0 i=0 i=0 

Donc on obtient t H (D' v ) < t N (D'). 

(b) Dans le cas général, on voit facilement qu'il suffit de trouver un autre sous- 
ensemble Q' de {1, . . . , d + 1} tel que 

-t H {D' L ,)<[K:L) Y Eij>î 

jen' a 

- (fi', a) est de type spécial et |fi' fl ij| = |fi fl I{\ = Ci ; 

- pour tout l 

(**) dini(iy n D<i) < t){j € fi'|j < dim£><j}. 

Si < m < n, on notera i(m) l'unique entier tel que < i(m) < k et dinxEïj( m )_i < 
dimD< m < dimE^ m y D'abord, soit m\ le plus petit entier tel que 

dim(D' n D< mi ) > ${j G n\j < dmxD< mi }. 

Alors si on pose 

x mi = dimD' n D< mi - dimD' n E^ mi )_i 

et 

y mi = (dinxEj( mi ) - dim£>< mi ) - (dimD' n ^( mi ) - diml)' n D< mi ), 
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on en déduit que x m > et y m > 0. On définit un sous-ensemble de {1, . . . , d + 1}, 
en modifiant la définition de fî, tel que Çl[ H Ij = 0, D Ij pour j ^ i{mi) et 

H I i(mi ) = {dimD< mi - x mi + 1, . . . , dimL>< mi }U 

{dmxEi(mi) - (c i(mi) - x mi ) + 1, . . . ,dirnD i(mi )}. 

Notons que q( mi ) — x mi > d'après l'hypothèse sur m\ et le théorème 14. 141 (2). Après, 
si Çl[ vérifie (**), on pose Çï' = ; sinon, soit m2 le plus petit entier tel que (**) soit 
faux pour Q[, alors > m\ et y m2 > où 

y m2 = (àïmE i{m2 ) - dimZ?< m2 ) - (dimD' n #t(m 2 ) ~ dimjD' n D< m2 ). 

Il y a deux possibilités : 

- si 7(7772) > !(rai), on pose 

x m2 = dimD' n D< m2 - dimD' D E^ m2) _ x , 

l'hypothèse sur 777,2 implique que x m2 > ; on définit fl' 2 comme précédemment ; 

- si 7(777,1) = 7(7772), on pose 

x m2 = dimD' n D< m2 - dimD' n D< mi , 

de sort que x m2 > ; on définit Q' 2 en modifiant la définition de U[ par 

W 2 n {dimD< mi + 1, . . . , dimD i(mi )} 
= {dimD< m2 - x m2 + 1, . . . , dinxD< m2 }U 

{dimD i(mi) - (c i(mi ) - x mi - x m2 ) + 1, . . . , dimD i(mi) }. 

Par récurrence on obtient bien un sous-ensemble O' de {1, . . . , d+ 1} vérifiant les condi- 
tions demandées : les deux dernières résultent de la définition et la première résulte 
encore du corollaire 14,101 puisque D<j est aussi un bon sous-objet de D. 

□ 

4.5 Preuve de l4~2Ô1 

Dans ce paragraphe, on prouve la proposition 14.201 On commence par un lemme : 

Lemme 4.22. Soient k > 1 et {ai}o<i<fc+i; {ci}o<i<k+i des nombres réels vérifiant les 
conditions (i)-(iii) de la définition alors il existe des nombres réels {ij}i<i<fc tels 

que 

(i) ' îl = *2. _ . . . _ tk _. „ 

( V a ci c fe _! ' > 

(ii) ' pour tout 1 < l < k, 

11 
i=l i=l 

k k 

(%%%)' Yj f i ~ Yl( a i ~ C i) + rC k < Ofe+1- 
i=l i=l 



28 



Démonstration. On peut écrire, si les tj existent, t{ = t\Ci-\/aQ pour 1 < i < k, et alors 
(ii)' se réduit à 



. i-i i 
h(l H y^Ci) > VVeti - q), 



j=l i=l 



et (rii)' se réduit à 



+ — y^Ci) < a k+ i + Y^(ai - Ci). 
i=i i=i 



l-i 



On prend t\ = maxi<K fc {(X {(H - Cj))(l + ^Cj) x }, et ^ = tiq_i/a , alors (i)', 

i=l i=l 
(ii)' sont satisfaits. Pour voir que les ti ainsi définis satisfont à (iii)', il suffit de vérifier 

que pour 1 < l < k, 

(V\ ifli - Ci))(l H Y] Cj) < (1 H Y] Ci)(a fc+1 + VVc* - c*)), 

i=i i=i i=i i=i 

qui est une conséquence facile du (ii) et (iii). □ 

Dans la suite de cet article, si on se donne les {ai}o<î<fc+i et {ci}o<i<fc+i comme 
dans le lemme 14.221 on prendra les {ii}i<i<fc et r comme dans le lemme tel que r est le 
plus petit possible. 

Démonstration de \4-20 Grâce à la condition (b) : mi+i — rrii > rii + i —n,i, on voit qu'on 
peut supposer 



^ = {1 < j < d + 1| il existe l tel que ai — ci + 1 < j < Oi}. 

i=0 i=0 

Posons I = [0, On prend deux fonctions lisses /, g : I — * M telles que (c'est toujours 

possible) 

f'(x)>g'(x)>0,ctj I f<f I g,ct 
- pour < i < d, f(i) = m i+ x, g(i) = n i+1 . 
Le lemme ci-dessus nous permet de définir des nombres (ii)i<i<fc vérifiant les conditions 
(i)'-(iii)'. Posons 

( [0,a [ si i = 



Ji= < 



E a j - °i> a A si 1 <i <k 
j=o j=0 

si i = k + 1, 



et 



f [0,a [ 



J' = < 



si i = 



[«o + I] (tj + Cj) + ^, ao + S ( a i + c j) [ si 1 < i < /c 
i=i ' j=0 

si i = k + 1. 
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Alors on a \J{\ = \ J[\, |_Ji<i<fc A C / et 

k k 
i&Q i=0 Ji i=0 J 'i T ^ 

ce qui permet de conclure. □ 

4.6 Le cas général 

On considère le cas général : D = ©" =1 Dn t . D'abord, la proposition 14,201 se généra- 
lise aisément : 

Proposition 4.23. Soit a = (di, . . . ,d v ) une partition de d+1, et pour tout 1 < i < v 
soient ai une partition de d{ et 0^ un sous-ensemble de tels que la paire 

(fti,ai) est de type spécial. On associe, à chaque paire (îîj,ai), le nombre réel positif 
comme dans le lemme \l.22\ et on suppose r\ > r 2 > • • • > r v . Posons 

n' i = {d 1 + ---d i -x + i\ i goj, n = |_|o< 

i 

de sorte que O est un sous-ensemble de {1, . . . ,d+ 1}. De plus, soient {?n,j}i<j<d+i et 
{^i}i<i<fc+i des nombres réels vérifiant les conditions (a)-(c) de la proposition \^2Ô , alors 
on a m j < Yl n j- 

La preuve de cette proposition est analogue à celle de 14.201 et on laisse les détails au 
lecteur. 

Maintenant, posons d{ = dinxD/^, et D[ = D' n pour tout 1 < i < v et tout 
sous-objet D' de D. Comme D[ est un sous-objet de D^, on peut lui associer un drapeau 
Aj = A D i d'après le théorème 14.141 et puis un sous-ensemble Qi de {1, et un 

nombre réel positif comme dans le lemme [47221 On peut supposer r% > r 2 > ■ ■ ■ > r v . 
Posons 

nj = {d 1 + ...di_i + i|Z€îîi}, et n = |Jnj. 

i 

On a alors tH(D') < Yl Yl *j,<r par le corollaire 14.101 Un argument analogue à la preuve 
du corollaire 14.111 en utilisant la proposition ci-dessus, nous permet de conclure. 
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